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Speziell-relativistische Auswertung einer Variante der projektiven
Relativititstheorie

Von ErnNsT ScHMUTZER

Aus dem Theoretisch-Physikalischen Institut der Universitit Jena
(Z. Naturforschg. 14 a, 486—488 [1959] ; eingegangen am 2. Januar 1959)

Um den physikalischen Inhalt der projektiven Relativitdtstheorie besser zu erkennen, deren Feld-
gleichungen nur schwer in konkreten Fillen exakt zu 16sen sind, wird diese Theorie auf den Fall des
Mivkowski-Raumes spezialisiert. Die entstehenden Feldgleichungen sind einer nichtlinearen Elektro-
dynamik dquivalent und fiithren deshalb auf die bekannten nichtlinearen Effekte. Insbesondere kon-
vergiert die Feldenergie einer geladenen Punktsingularitét, wobei in eine gewisse ,,Grundlinge® die

Gravitationskonstante eingeht.

§ 1. Allgemeine speziell-relativistische Theorie

In diesem Abschnitt spezialisieren wir die allge-
meinen projektiv-relativistischen ~Feldgleichungen
und Erhaltungssitze fritherer Arbeiten!. Als Ko-
ordinaten verwenden wir die Minkowsk1-Koordina-
ten z; =2, 2, =Y. 23=2, ry=1ct. Im wesentlichen
gebrauchen wir dieselbe Symbolik wie in den frii-
heren Arbeiten. Lateinische Indizes laufen also von
1 — 4, griechische von 1 — 5. Insbesondere bedeuten:

y Newronsche Gravitationskonstante,
%="6my/ct kosmische Gravitationskonstante,

A; elektromagnetisches Viererpotential,
H;; elektromagnetischer Feldstdrketensor,
Fij elektromagnetischer Erregungstensor,
J neues skalares Feld mit der Dimension

eines reziproken Potentials (Analogie
zu Jorpans Gravitationszahl),

jk Viererstromdichte,

Oij Energietensor des mechanischen Ma-
terieanteils,

E;; Minkowski-Tensor,

Ji Energietensor des J-Feldes,

4

G 4-dimensionaler Kriimmungsskalar.

Zwischen diesen Groflen bestehen die folgenden
Relationen:

Fom T 1, 1)
ij = *(2 :—t)’h' ij s
Eiszim ij‘l’ 5: Hmn an 5 (2)
1
]if=_'M’i/zz(]'i~j_6ij]smsm)~ (3)
K= 512 T;w X,u XV, (4‘)
=P, (5)

1 E. Scumurzer, Z. Phys. 149, 329 [1957], 154, 312 [1959];
Wiss. Z. d. Univ. Jena, Jahrg. 1959, H. 1 (naturw. Reihe) ;

Die Bewegungsgleichung einer mit der Ladung e ver-
sehenen Punktmasse m lautet in dieser spezialisier-
ten Form:

d(?ndrj>=i,eH
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d¢ de

+ . (6)

c A me
Eine derartige geladene Masse dndert sich im J-Feld
nach dem Gesetz:
5 5
m=my {(1+e/mg? e 12) [ (1 —02[c?) ) Q)
5
(mo = const).

Die Feldgleichungen ergeben sich leicht zu:

| NP
ij.i 'C' T s (8)
Hij = Ai.i_Ai,ja (9)
Ak xTJ
lii = VZHijFij+%/K— —3 " (10)

Die Gravitationsgleichung wurde dabei in iblicher
Weise als ndherungsweise erfillt angesehen. Die Er-
haltungssitze lassen sich schreiben:

4
?n Blw . e o 1 .
(Em +@m )sn— (2%),/!G]’m (11)
(Energie-Impuls-Satz in kovarianter Form),
Jr =0 (12)

(Kontinuitatsgleichung) .

Gl. (11) geht fiir den speziell-relativistischen Fall
wegen des Zusammenhanges:

4 D w85 .
6= 22 " F Hi—2xK (13)
uber in
(Enzn‘*'@nzn)yn: 43] ],mHijFij+ i/;_;‘K],m.
(14)

ausfiihrlich in Habil.-Schrift, Jena 1958 (in diesen Arbeiten
weitere Literaturzitate).
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Es gilt somit auch im allgemeinen speziell-relativisti-
schen Fall nicht mehr ein tblicher Energie-Impuls-
Erhaltungssatz. Nur fiir ein statisches J-Feld entsteht
fiir die 4. Komponente die gewohnte Form:

(E4n i @472) N v
Als die fiir die Erhaltung mafigebliche Energiedichte

hat man also anzusprechen

(15)

u=E44+@44. (]-6)

In Vektorschreibweise lauten die elektromagnetischen
Feldgleichungen, wenn wir in iiblicher Weise Fy,;
aus § und D und H,,; aus B und € aufgebaut den-

ken:

rotH= —(f ff-i-l) (17)
divD =0, (18)
rot €= — ic-aa?, (19)
divB=0. (20)
Dabei besteht der Zusammenhang:

D) = Gusosda)s (@ = G- (2D

Die elektromagnetische Energiedichte lautet
- 5 (ED+9D), (22)

wihrend die Materialgleichungen die Form anneh-
men:

D= (23)

b= (é?e)‘/= S (7 ’) w €

Fiir den Fall abwesender mechanischer Materieform,
also ©,,,=0, K=0, j;=0, lautet als Energiebilanz

Gl. (15):
cdiv(Ex )+ 2 > (ED+HB) + %

ED-$9) L =

(24)

Dieselbe Beziehung resultiert auch direkt aus den
Feldgleichungen.

o0 oo

U=4-n/uEr2dr=
0

e[ 1 G P _ex|Thg 1
Z/rz[(l-'_ 2xr) r2] = 2 2
0
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§ 2. Statisches Feld einer Punktsingularitiit
In diesem Spezialfall lauten die zu losenden Feld-

gleichungen:
rotH=0, (25) divD=0, (26) rotE=0, (27)

divB=0, (28) AI=V2(HB-CD). (29)

Durch Einsetzen iiberzeugt man sich, dal folgende
kugelsymmetrischen Losungen das Gleichungssystem
(25) bis (28) befriedigen:

D=e1/r’ (absolutes MaBsystem),  (30)
C= % (2;:) i (absolutes Mafsystem), (31)
$=0, B-=0. (32)
Gl. (29) geht iiber in

Al +4 33/ rd=0 (33)
oder (Jr)”"+4e:3/(Jr)3=0 (34)

Nach Kamke 2 existieren die beiden Losungen:
Jpe= VO—_VALezx:‘ - (C;r—Cy)%,  (35)
Ju==* V? S5 erx% (36)

(C, Cy, C, Integrationskonstanten).

Aus physikalischen Griinden fordern wir fir r—
Ubergang in die MaxwerLsche Theorie, d. h. J — const.
Deshalb scheidet die zweite angegebene Losung aus,
wihrend aus der ersten Losung fiir r — oo folgt:

Ii—>1iVC;. (37)
Andererseits ergibt sich aus (31) firr— o
J—>V2x, d.h. C;=—2x. (38)
Damit 1af3t sich dann (35) schreiben:
]=iﬁ1/<r+ —&—)Z—egx. (39)
r 2%

Fiir die Energiedichte u® resultiert im absoluten
Mafsystem:

E_ € Cy \2  ex|
s 8:tr‘[(1+ 27cr> r? } ’ (40)

woraus fiir die gesamte Feldenergie im absoluten
MafBsystem folgt:

Cz VC2 2 }
—2 — —e %
2 x 4 2 B

(41)

2 E. Kauxe, Differentialgleichungen, 1. Bd., Akadem. Verlagsgesellschaft Geest u. Portig, Leipzig 1944, S. 590.
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In dieser Beziehung tritt noch die Integrationskon-
stante C, auf. Aus physikalischen Grinden muf}
C2 = 4 e*#3 sein. Fiir C,— ~ geht U— 0. Ein
anderer ausgezeichneter Wert von C, ist

C,=2x"e, (42)

fir den U maximal wird. U liegt also im Intervall

0 é U é UMax’ wobei

Usax = Co/4 %2 = ¢/2 Vx ist. (43)

Integriert man iiber das gesamte Volumen, so findet
man fiir die wahre Ladung Q (dem D-Feld zugeord-
net) und fiir die freie Ladung Q' (dem €-Feld zu-
geordnet) bei Anwendung des Gaussschen Satzes
das Resultat:

Q= [edV=e[d(r)dV =e, (44)
Qii= [ofidV = [divEdV= [Cdf=e. (45)

Abschlielend diskutieren wir des Interesses wegen
den Extremfall (42): Die fiktive Dielektrizitatskon-
stante hat dann folgenden Verlauf:

5=P I ——[1-{-,2.,6&’
T

TR )

Fir r — 0 geht also e — oo . J selbst lautet fiir die-
sen Fall:

J=+V2% ]/1 % &rﬁ (47)

Fir r— 0 haben wir also folgendes Grenzverhalten
vorliegen:

J—>t2Vexyr. (48)

Rechnen wir fiir diesen Grenzfall die Feldmasse
Myax = Upax/c* aus und fithren wir einen fiktiven
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Teilchenradius ry (,,Grundlidnge”) ein, so folgt:
Myax=e/2 2 Vr=e/c2ry, (49)
woraus man findet
ro=2eVx. (50)

Durch Elimination von e vermoge e* =% ¢/137 ge-
winnt man die Beziehung:

ro=2Vxhc/137. (51)

Das Interessante an dieser Formel ist das Auftreten
der Gravitationskonstanten, mit der sich bekanntlich
in der obigen Weise eine Lingeneinheit bilden laBt.
Zahlenmaflig entspricht der obige Extremfall hypo-
thetischen Teilchen, die eine extrem grofle Masse be-
sitzen wiirden und auflerdem instabil waren

(‘Mllluxg1077g; r0f~V10“33 cm).

Teilchen von der Masse eines Elektrons wiirde die
Wahl C, = e*%/2 m, c* entsprechen. Wegen der Sin-
gularititen von (10) wiirde sich die Feldmasse zur
mechanischen Masse solcher instabiler Teilchen wie
3/4 verhalten.

Abgesehen von einer moglichen Existenz sol-
cher Partikel in der Natur, haben wir hier Kon-
sequenzen aus der projektiven Relativitatstheorie ge-
zogen, um dadurch der Frage der Leistungsfahigkeit
dieser Theorie insgesamt ndher zu kommen. Viel-
leicht erscheint auch dadurch die Problematik einer
natiirlichen Elementarldnge in neuem Licht. Um dem
Inhalt der projektiven Relativitatstheorie selbst naher
auf die Spur zu kommen, ist es erforderlich, auf der
Grundlage der in § 1 entwickelten nichtlinearen
Theorie weitere Effekt zu berechnen. Insbesondere
soll eine demnédchst folgende Arbeit die Streuung
von Licht an Licht untersuchen.



